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Анотацiї

Бабаєв Єгор Миколайович. Чисельне розв’язання одного кла-

су диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними в кiльцi ко-

полiномiв. У квалiфiкацiйнiй роботi дослiджено задачу Кошi для одного

класу нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, зада-

них в кiльцi формальних степеневих рядiв iз кополiномiальними коефiцi-

єнтами над комутативним кiльцем у модулi кополiномiв над комутативним

кiльцем. Надано програмну реалiзацiю, яка розв‘язує рекурентне рiвняння

для коефiцiєнтiв розв‘язку i дає результат дiї розв‘язку на заданий полiном.

Ключовi слова: кополiном, 𝛿-функцiя, диференцiальне рiвняння, за-

дача Кошi, перетворення Кошi—Стiлтьєса.

Babaiev Yehor Mykolayovych. Numerical Solution of a Class of

Partial Differential Equations in the Ring of Copolynomials. This

qualification work investigates the Cauchy problem for a class of nonlin-

ear partial differential equations defined in the ring of formal power series

with copolynomial coefficients over a commutative ring, within the module

of copolynomials over a commutative ring. A software implementation is pro-

vided that solves the recurrence relation for the coefficients of the solution

and computes the action of the solution on a given polynomial.

Keywords: copolynomial, 𝛿-function, differential equation, Cauchy prob-

lem, Cauchy–Stieltjes transform.
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Вступ

У сучаснiй математичнiй фiзицi та теорiї розподiлiв важливу роль вiдi-

грають задачi, пов’язанi з диференцiальними рiвняннями в узагальнених

просторах. Особливий iнтерес викликає дослiдження нелiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь з частинними похiдними, якi задано не у класичних фун-

кцiональних просторах, а в алгебраїчних конструкцiях — зокрема, в кiльцi

кополiномiв над комутативним кiльцем. [2] - [5]

Актуальнiсть теми зумовлена розвитком алгебраїчних пiдходiв до ана-

лiзу диференцiальних рiвнянь.

Метою цiєї роботи є побудова чисельного розв’язання задачi Кошi для

одного класу нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдними, визначених у

модулi кополiномiв. Цей клас розглянуто в [3].

У першому роздiлi викладено основнi означення та поняття з [3], що сто-

суються кополiномiв, 𝛿-функцiї та формальних рядiв з кополiномiальними

коефiцiєнтами. У другому роздiлi надано постановку задачi Кошi, наведе-

но теорему iснування та єдиностi розв‘язку цiєї задачi, а також рекурентнi

рiвняння, до яких зводиться диференцiальне рiвняння [3]. Запропоновано

чисельний метод, який знаходить результат дiї розв‘язку на заданий копо-

лiном, заснований на розв‘язаннi зазначених рекурентних рiвнянь.
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Роздiл 1

Кополiноми та їх властивостi

1.1. Кополiноми, похiднi та ряди з кополiномiв

В цьому роздiлi наведемо необхiднi властивостi кополiномiв з [3].

Означення 1.1. [3] Нехай 𝐾 — комутативне цiлiсне кiльце з одиницею,

𝐾[𝑥] — кiльце многочленiв з коефiцiєнтами в 𝐾. Кополiномом над 𝐾 на-

зивається 𝐾-лiнiйний функцiонал, визначений на 𝐾[𝑥], тобто гомоморфiзм

𝐾-модуля 𝐾[𝑥] у 𝐾.

Позначимо модуль кополiномiв через 𝐾[𝑥]′. Отже, елемент 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥]′,

якщо 𝑇 : 𝐾[𝑥] → 𝐾 — 𝐾-лiнiйне вiдображення:

𝑇 (𝑎𝑝+ 𝑏𝑞) = 𝑎𝑇 (𝑝) + 𝑏𝑇 (𝑞), (1.1)

для всiх 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐾[𝑥], 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾. Значення 𝑇 на 𝑝 позначається ⟨𝑇, 𝑝⟩ або

(𝑇, 𝑝).

Означення 1.2. [3] Похiдною 𝑇 ′ вiд кополiнома 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥]′ називається

функцiонал:

(𝑇 ′, 𝑝) = −(𝑇, 𝑝′), 𝑝 ∈ 𝐾[𝑥]. (1.2)

Похiдна 𝑛-го порядку: [3]

(𝑇 (𝑛), 𝑝) = (−1)𝑛(𝑇, 𝑝(𝑛)). (1.3)
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Зокрема, [3] (︂
𝑇 (𝑛)

𝑛!
, 𝑝

)︂
= (−1)𝑛

(︂
𝑇,

𝑝(𝑛)

𝑛!

)︂
, 𝑝 ∈ 𝐾[𝑥].

Приклад 1.3. Нехай 𝛿(𝑛)(𝑝) = (−1)𝑛𝑝(𝑛)(0). Тодi 𝛿(𝑛) ∈ 𝐾[𝑥]′ — похiдна

𝑛-ого порядку кополiномiальної 𝛿-функцiї [3].

Означення 1.4. Ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛 збiгається в 𝐾[𝑥]′, якщо послiдовнiсть його

часткових сум збiгається до деякого 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥]′ [3].

Теорема 1.5. [3] Нехай {𝑎𝑛}∞𝑛=0 ⊂ 𝐾, 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥]′. Тодi ряд

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑇
(𝑛)

𝑛!

збiгається в 𝐾[𝑥]′.

Приклад 1.6. Обчислимо:
∞∑︁
𝑛=0

𝑛

(︂
𝛿(𝑛)

𝑛!
, 𝑥3
)︂

. Маємо:

3∑︁
𝑛=0

𝑛(−1)𝑛
(︂
𝛿,
(𝑥3)(𝑛)

𝑛!

)︂
= −3.

Лема 1.7. [3] Для 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥]′ виконується:

𝑇 =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(𝑇, 𝑥𝑛)

𝑛!
𝛿(𝑛). (1.4)

Приклад 1.8. [3] Для 𝛿(𝑛) маємо: (𝛿(𝑛), 𝑝) = (−1)𝑛𝑝(𝑛)(0).

Приклад 1.9. (−1)𝑘
(︂
𝛿(𝑘)

𝑘!
, 𝑥𝑚

)︂
= 𝛿𝑘,𝑚 — символ Кронекера.
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1.2. Перетворення Кошi–Стiлтьєса та множення ко-

полiномiв

У цьому роздiлi розглянемо властивiсть операцiї множення кополiномiв

з роботи [3], яку було введено за допомоги перетворення Кошi–Стiлтьєса.

Означення 1.10. [3] Для 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥]′ перетворенням Ко-

шi–Стiлтьєса називається ряд:

𝒞(𝑇 )(𝑠) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑇, 𝑥𝑘)

𝑠𝑘+1
. (1.5)

Цей формальний степеневий ряд є елементом кiльця
1

𝑠
𝐾[[

1

𝑠
]], де 𝐾[[𝑡]]

— це кiльце формальних степеневих рядiв за змiнною 𝑡 з коефiцiєнтами з

𝐾 [3].

Приклад 1.11. [3] Знайдемо перетворення Кошi–Стiлтьєса дельта-

функцiї:

𝒞(𝛿)(𝑠) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝛿, 𝑥𝑘)

𝑠𝑘+1
=

1

𝑠
.

Теорема 1.12. [3] Нехай 𝑇 ∈ 𝐾[𝑥]′. Тодi:

𝒞
(︁
𝑇 (𝑛)

)︁
(𝑠) = (𝒞(𝑇 ))(𝑛) (𝑠), 𝑛 ∈ N. (1.6)

Означення 1.13. Добуток кополiномiв 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝐾[𝑥]′ визначається фор-

мулою:

𝑇1𝑇2 = 𝒞−1(𝒞(𝑇1) · 𝒞(𝑇2)), (1.7)

де 𝒞−1 — це обернення до перетворення Кошi–Стiлтьєса [3].
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Лема 1.14. [3] Для 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝐾[𝑥]′ i 𝑛 ∈ N0:

(𝑇1𝑇2, 𝑥
𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝑇1, 𝑥
𝑘)(𝑇2, 𝑥

𝑛−1−𝑘), 𝑛 ≥ 1,

0, 𝑛 = 0,

Приклад 1.15. Нехай (𝑇, 𝑥𝑛) = 2𝑛. Тодi:

(𝑇 · 𝛿, 𝑥𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑛 = 0,

2𝑛−1, 𝑛 ≥ 1,

𝑛 = 0, 1, 2, . . .

Встановлено зв’язок мiж степенями 𝛿-функцiї та її похiдними:

(−1)𝑛
𝛿(𝑛)

𝑛!
= 𝛿𝑛+1, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

i наслiдок з цiєї формули:

(𝛿𝑛)′ = −𝑛𝛿𝑛+1, 𝑛 ∈ N.

1.3. Формальнi степеневi ряди в кiльцi кополiномiв

Кiльце формальних степеневих рядiв вигляду

𝑢(𝑡, 𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘(𝑥)𝑡
𝑘,

де 𝑢𝑘(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]′, будемо позначати через 𝐾[𝑥]′[[𝑡]] [3].

Частинна похiдна за змiнною 𝑡 вiд 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]′[[𝑡]] визначається за

формулою [3]:
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝑢𝑘(𝑥)𝑡
𝑘−1.
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Частинна похiдна 𝜕𝑢/𝜕𝑥 ряду 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]′[[𝑡]] визначається так:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑢′𝑘(𝑥)𝑡
𝑘.

Позначимо через (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑝(𝑥)) дiю ряду 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]′[[𝑡]] на 𝑝(𝑥) ∈

𝐾[𝑥]:

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑝(𝑥)) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑢𝑘(𝑥), 𝑝(𝑥))𝑡
𝑘.

Отже, (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑝(𝑥)) ∈ 𝐾[[𝑡]] [3].



Роздiл 2
Диференцiальнi рiвняння з

частинними похiдними в кiльцi

формальних степеневих рядiв iз

кополiномiальними коефiцiєнтами
2.1. Постановка задачi Кошi i теорема iснування та

єдиностi розв’язку

Розглянемо задачу Кошi для еволюцiйного рiвняння в кiльцi формаль-

них степеневих рядiв 𝐾[𝑥]′[[𝑡]]:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎𝑢𝑚0

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂𝑚1

, (2.1)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0𝛿(𝑥), (2.2)

Нехай 𝐾 — комутативне цiлiсне кiльце з одиницею, де 𝑎, 𝑢0 ∈ 𝐾, 𝑚0+𝑚1 ∈

N0, 𝑚0,𝑚1 ̸= 0.

Оскiльки 𝑢(𝑡, 𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝑢𝑚0,

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂𝑚1

є елементами 𝐾[𝑥]′[[𝑡]], то добуток у

правiй частинi рiвняння (2.1) визначається як добуток формальних рядiв

з кополiномiальними коефiцiєнтами, що обчислюється згiдно з операцiєю

множення, описаною за допомогою перетворення Кошi–Стiлтьєса.

Таким чином, задача полягає у знаходженнi формального степеневого

ряду 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]′[[𝑡]], який задовольняє рiвнянням (2.1) i (2.2).

10
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2.2. Теорема iснування i єдиностi

В [3] доведено наступно теорему iснування та єдиностi розв’язку задачi

Кошi (2.1), (2.2).

Теорема 2.1. [3] Нехай 𝐾 ⊇ Q. Тодi задача Кошi (2.1) має єдиний

розв’язок у 𝐾[𝑥]′[[𝑡]]. Цей розв’язок має вигляд

𝑢(𝑡, 𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘 𝛿
𝑛𝑘+1𝑡𝑘 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘
(−1)𝑛𝑘 𝛿(𝑛𝑘)

(𝑛𝑘)!
, (2.3)

де 𝑢𝑘 ∈ 𝐾, а 𝑛 = 𝑚0 + 2𝑚1 − 1. Крiм того, для кожного 𝑡 ∈ 𝐾 ряд (2.3)

збiгається в топологiї 𝐾[𝑥]′.

Розглянемо полiном

𝑝(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥
𝑗, deg 𝑝 = 𝑚

Тодi, застосовуючи 𝑢(𝑡, 𝑥) з (2.3)

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑝) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘𝑢𝑘(−1)𝑛𝑘
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗

(︂
𝛿(𝑛𝑘)

(𝑛𝑘)!
, 𝑥𝑗
)︂

Користуючись прикладом 1.9 маємо(︂
𝛿(𝑛𝑘)

(𝑛𝑘)!
, 𝑥𝑗
)︂

= 𝛿𝑛𝑘,𝑗

Зокрема (︂
𝛿(𝑛𝑘)

(𝑛𝑘)!
, 𝑥𝑗
)︂

= 0, 𝑛𝑘 > 𝑚, 𝑗 = 0, . . . ,𝑚

Тому

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑝) =

[𝑚𝑛 ]∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘𝑢𝑘

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(−1)𝑛𝑘
(︂
𝛿(𝑛𝑘)

(𝑛𝑘)!
, 𝑥𝑗
)︂
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Отже,

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑝) =
𝑁∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑢𝑘𝑎𝑗𝛿𝑛𝑘,𝑗 =
𝑁∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑡
𝑘, (2.4)

де 𝑁 =
[︁𝑚
𝑛

]︁
i

𝑐𝑘 = 𝑢𝑘

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗 𝛿𝑛𝑘,𝑗.

У випадку 𝑚0 = 0 коефiцiєнти 𝑢𝑘 ряду (2.3) задовольняють рекурентне

рiвняння [3].

(𝑘 + 1)𝑢𝑘+1 = (−1)𝑚1𝑎
∑︁
|𝛽|=𝑘

𝑚1∏︁
𝑖=1

(𝑛𝛽𝑖 + 1)𝑢𝛽𝑖
, 𝑘 = 0, 1, . . . . (2.5)

Тут 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑚1
) — мультиiндекс з невiд’ємними цiлими координа-

тами, сума компонент якого дорiвнює 𝑘, тобто |𝛽| = 𝑘.

У випадку 𝑚1 = 0 коефiцiєнти 𝑢𝑘 задовольняють рекурентне рiвняння

[3].

(𝑘 + 1)𝑢𝑘+1 = 𝑎
∑︁
|𝛼|=𝑘

𝑚0∏︁
𝑖=1

𝑢𝛼𝑖
, 𝑘 = 0, 1, . . . . (2.6)

Тут 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚0
) — мультиiндекс з невiд’ємними цiлими координа-

тами, сума компонент якого дорiвнює 𝑘, тобто |𝛼| = 𝑘.

У випадку 𝑚0,𝑚1 > 0 коефiцiєнти 𝑢𝑘 задовольняють рекурентне рiвня-

ння [3].

(𝑘 + 1)𝑢𝑘+1 = (−1)𝑚1𝑎
∑︁
|𝜏 |=𝑘

∑︁
|𝛼|=𝜏0

∑︁
|𝛽|=𝜏1

(︃
𝑚1∏︁
𝑖=1

(𝑛𝛽𝑖 + 1)𝑢𝛽𝑖

)︃(︃
𝑚0∏︁
𝑗=1

𝑢𝛼𝑗

)︃

𝑘 = 0, 1, . . .

(2.7)

Тут 𝜏 = (𝜏0, 𝜏1), |𝜏 | = 𝜏0 + 𝜏1, а 𝛼 та 𝛽 — вище введенi для рiвнянь (2.6)
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та (2.5) вiдповiдно мультиiндекси з невiд’ємними цiлими координатами.

2.3. Алгоритм розв’язання рекурентних рiвнянь

(2.5)–(2.7)

Розв’язання рiвнянь (2.5)–(2.7) можна здiйснити за допомогою одного

алгоритму, оскiльки цi рiвняння мають схожу структуру. Коли 𝑚0 та 𝑚1 є

натуральними числами (𝑚0,𝑚1 ∈ N), ми розв’язуємо рiвняння (2.7). Якщо

𝑚0 ∈ N, 𝑚1 = 0, то розв’язуємо рiвняння (2.6). Якщо 𝑚1 ∈ N, 𝑚0 =

0, то розв’язуємо рiвняння (2.5). Таким чином, при вiдповiдному виборi

параметрiв 𝑚0 та 𝑚1 здiйснюється вибiр одного з трьох рiвнянь (2.5)–(2.7),

що дозволяє побудувати один алгоритм їх чисельного розв’язання.

2.4. Чисельне розв’язання рiвняння

Всюди припускається далi, що 𝐾 ⊃ Q.

Опис алгоритму

Алгоритм для обчислення послiдовностi 𝑢𝑘 i результату дiї (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑝), де

𝑝 – заданий полiном, реалiзований мовою Python та базується на переборi

всiх можливих мультиiндексiв з заданими властивостями. Наведемо основ-

нi кроки алгоритму для рiвняння (2.7). Для рiвнянь (2.5), (2.6) цi кроки

спрощуються, бо немає необхiдностi генерувати мультиiндекс 𝜏 , а також

мультиiндекс 𝛼 при 𝑚0 = 0 i мультиiндекс 𝛽 при 𝑚1 = 0:

Задаємо полiном 𝑝(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥
𝑗

1. Для кожного значення 𝑘 вiд 0 до 𝑁 =
[︁𝑚
𝑛

]︁
:

• Генеруємо всi можливi пари (𝜏0, 𝜏1), такi що 𝜏0 + 𝜏1 = 𝑘.
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2. Для кожної пари (𝜏0, 𝜏1):

• Генеруємо всi можливi мультиiндекси 𝛼 довжини 𝑚0 з не-

вiд’ємними цiлими координатами, сума яких дорiвнює 𝜏0.

• Генеруємо всi можливi мультиiндекси 𝛽 довжини 𝑚1 з не-

вiд’ємними цiлими координатами, сума яких дорiвнює 𝜏1.

3. Обчислення добуткiв:

• Для кожного мультиiндексу 𝛼 обчислюємо добуток значень 𝑢𝛼𝑖

для всiх компонент 𝛼.

• Для кожного мультиiндексу 𝛽:

(i) Обчислюємо множник як добуток виразiв (𝑛𝛽𝑖 + 1) для всiх

компонент 𝛽.

(ii) Обчислюємо добуток значень 𝑢𝛽𝑖
для всiх компонент 𝛽.

4. Обчислення суми 𝑆:

• Сума 𝑆 обчислюється як сума всiх можливих добуткiв з кроку 3

для всiх мультиiндексiв 𝛼 та 𝛽.

5. Обчислення наступного члена послiдовностi 𝑢𝑘+1:

𝑢𝑘+1 =
(−1)𝑚1𝑎𝑆

𝑘 + 1
.

Приклад 1

Розглянемо задачу Кошi (2.1), (2.2), в якiй

𝑎 = −1, 𝑚0 = 0, 𝑚1 = 2, 𝑢0 = 1.
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Отже, диференцiальне рiвняння (2.1) має вигляд

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂2

= 0

Це є рiвняння типу Гамiльтона-Якобi [3].

Обчислюємо:

𝑛 = 𝑚0 + 2𝑚1 − 1 = 0 + 4− 1 = 3.

Вiдповiдне рекурентне рiвняння (2.5) приймає вигляд:

(𝑘 + 1)𝑢𝑘+1 = 𝑎

𝑘∑︁
𝛽1=0

(3𝛽1 + 1)(3(𝑘 − 𝛽1) + 1)𝑢𝛽1
𝑢𝑘−𝛽1

.

Для 𝑘 = 0:

Єдиний мультиiндекс 𝛽 = (0, 0), бо |𝛽| = 0. Обчислюємо:

beta_product = (3 · 0 + 1)(3 · 0 + 1) = 1 · 1 = 1,

𝑢𝛽 = 𝑢0𝑢0 = 1 · 1 = 1, 𝑆 = 1.

𝑢1 =
(−1)1 · 𝑎 · 𝑆

1
=

(−1) · (−1) · 1
1

= −1.

Для 𝑘 = 1:

Можливi 𝛽 = (0, 1), (1, 0).

Для (0, 1):

beta_product = (3 · 0 + 1)(3 · 1 + 1) = 1 · 4 = 4,

𝑢𝛽 = 𝑢0𝑢1 = 1 · (−1) = −1, ⇒ 𝑆1 = −4.

Для (1, 0):

beta_product = (3 · 1 + 1)(3 · 0 + 1) = 4 · 1 = 4,
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𝑢𝛽 = 𝑢1𝑢0 = (−1) · 1 = −1, ⇒ 𝑆2 = −4.

𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 = −8, 𝑢2 =
(−1)2 · (−1) · (−8)

2
= 4.

Для 𝑘 = 2:

Можливi 𝛽 = (0, 2), (1, 1), (2, 0).

Для 𝛽 = (0, 2) : beta_product = 1·7 = 7, 𝑢𝛽 = 𝑢0𝑢2 = 1·4 = 4, 𝑆1 = 28.

Для 𝛽 = (1, 1) : beta_product = 4·4 = 16, 𝑢𝛽 = 𝑢1𝑢1 = (−1)2 = 1, 𝑆2 = 16.

Для 𝛽 = (2, 0) : beta_product = 7·1 = 7, 𝑢𝛽 = 𝑢2𝑢0 = 4·1 = 4, 𝑆3 = 28.

𝑆 = 28 + 16 + 28 = 72, 𝑢3 =
(−1)3 · (−1) · 72

3
= −24.

Для 𝑘 = 3:

Можливi 𝛽 = (0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0). Пiсля обчислення суми:

𝑆 = −704, 𝑢4 =
(−1)4 · (−1) · (−704)

4
= 176.

Отримано члени послiдовностi {𝑢𝑘}∞𝑘=0:

𝑢0 = 1, 𝑢1 = −1, 𝑢2 = 4, 𝑢3 = −24, 𝑢4 = 176.

Нехай 𝑝(𝑥) = 𝑥8. Тодi 𝑚 = 8, 𝑁 =
[︁𝑚
𝑛

]︁
=

[︂
8

3

]︂
= 2.

Для полiнома 𝑝(𝑥) = 𝑥8 єдиний ненульовий коефiцiєнт — 𝑎8 = 1 (усi

𝑎𝑗 = 0 при 𝑗 = 1, . . . , 7).

Тодi за формулою (2.4)

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑥8) = 𝑐0 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡
2,
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де 𝑐𝑘 = 𝑢𝑘𝛿3𝑘,8 = 0, 𝑘 = 0, 1, 2... Тому

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑥8) = 0 для всiх 𝑡 ∈ 𝐾.

Приклад 2

Розглянемо задачу Кошi (2.1), (2.2), в якiй

𝑎 = −1, 𝑚0 = 3, 𝑚1 = 0, 𝑢0 = 1.

Обчислюємо:

𝑛 = 𝑚0 + 2𝑚1 − 1 = 3 + 0− 1 = 2.

Отже, диференцiальне рiвняння (2.1) має вигляд

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎𝑢3 = 0

Вiдповiдне рекурентне рiвняння (2.6) має вигляд:

(𝑘 + 1)𝑢𝑘+1 = 𝑎
∑︁
|𝛽|=𝑘

((3𝛽1 + 1)(3𝛽2 + 1)𝑢𝛽1
𝑢𝛽2

).

Для 𝑘 = 0:

𝑆 = 𝑢0𝑢0 = 1, 𝑢1 =
−1 · 1
1

= −1.

Для 𝑘 = 1:

Можливi:

(0, 1), (1, 0).

𝑆 = 𝑢0𝑢1 + 𝑢1𝑢0 = 1 · (−1) + (−1) · 1 = −2. 𝑢2 =
−1 · (−2)

2
= 1.

Для 𝑘 = 2:
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Можливi комбiнацiї:

(2, 0), (1, 1), (0, 2).

Обчислення:

𝑆 = 𝑢2𝑢0 + 𝑢1𝑢1 + 𝑢0𝑢2 = 1 · 1 + (−1)2 + 1 · 1 = 3. 𝑢3 =
−1 · 3
3

= −1.

Для 𝑘 = 3:

10 можливих комбiнацiй:

(3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3), . . .

Пiсля обчислень:

𝑆 = −35/2, 𝑢4 =
−1 · (−35/2)

4
=

35

8
.

Отримано члени послiдовнiстi {𝑢𝑘}∞𝑘=0:

𝑢0 = 1, 𝑢1 = −1, 𝑢2 =
3

2
, 𝑢3 = −5

2
, 𝑢4 =

35

8
.

Нехай 𝑝(𝑥) = 𝑥6.

Тодi

𝑚 = 6, 𝑁 =
⌊︁
𝑚
𝑛

⌋︁
= 3.

Тодi за формулою (2.4)

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑥6) = 𝑐0 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡
2 + 𝑐3𝑡

3,

де

𝑐𝑘 = 𝑢𝑘𝛿2𝑘,6 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑘 = 0, 1, 2,

−5

2
, 𝑘 = 3
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Отже, (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑥6) = −5

2
𝑡3.

Приклад 3

Розглянемо задачу Кошi (2.1), (2.2), в якiй

𝑎 = −1, 𝑚0 = 1, 𝑚1 = 1, 𝑢0 = 1.

Отже, диференцiальне рiвняння (2.1) – це рiвняння Ейлера-Хопфа.

Обчислюємо:

𝑛 = 𝑚0 + 2𝑚1 − 1 = 1 + 2− 1 = 2.

Рекурентне рiвняння має вигляд:

(𝑘 + 1)𝑢𝑘+1 = −𝑎
∑︁
|𝜏 |=𝑘

∑︁
𝛼=𝜏0,𝛽=𝜏1

(2𝛽1 + 1)𝑢𝛼𝑢𝛽.

Для 𝑘 = 0:

𝜏0 = 𝜏1 = 0 ⇒ 𝛼 = 𝛽 = (0).

𝑆 = (2 · 0 + 1)𝑢0𝑢0 = 1 · 1 · 1 = 1.

𝑢1 = −𝑎𝑆 = −(−1) · 1 = 1.

Для 𝑘 = 1:

Можливi варiанти 𝜏 :

(0, 1), (1, 0)

Для 𝜏 = (0, 1):

𝛼 = (0), 𝛽 = (1) ⇒ 𝑆1 = (2 · 1 + 1)𝑢0𝑢1 = 3 · 1 · 1 = 3.
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Для 𝜏 = (1, 0):

𝛼 = (1), 𝛽 = (0) ⇒ 𝑆2 = (2 · 0 + 1)𝑢1𝑢0 = 1 · 1 · 1 = 1.

𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 = 3 + 1 = 4, 𝑢2 =
−𝑎𝑆

2
=

−(−1) · 4
2

= 2.

Для 𝑘 = 2:

Можливi варiанти 𝜏 = (𝜏0, 𝜏1), такi що 𝜏0 + 𝜏1 = 2:

(0, 2), (1, 1), (2, 0).

Для 𝜏 = (0, 2):

𝛼 = (0), 𝛽 = (2) ⇒ 𝑆1 = (2 · 2 + 1)𝑢0𝑢2 = 5 · 1 · 2 = 10.

Для 𝜏 = (1, 1):

𝛼 = (1), 𝛽 = (1) ⇒ 𝑆2 = (2 · 1 + 1)𝑢1𝑢1 = 3 · 1 · 1 = 3.

Для 𝜏 = (2, 0):

𝛼 = (2), 𝛽 = (0) ⇒ 𝑆3 = (2 · 0 + 1)𝑢2𝑢0 = 1 · 2 · 1 = 2.

𝑆 = 10 + 3 + 2 = 15, 𝑢3 =
−𝑎𝑆

3
=

−(−1) · 15
3

= 5.

Для 𝑘 = 3:

Можливi 𝜏 = (0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0)

Для 𝜏 = (0, 3):

𝑆1 = (2 · 3 + 1)𝑢0𝑢3 = 7 · 1 · 5 = 35.
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Для 𝜏 = (1, 2):

𝑆2 = (2 · 2 + 1)𝑢1𝑢2 = 5 · 1 · 2 = 10.

Для 𝜏 = (2, 1):

𝑆3 = (2 · 1 + 1)𝑢2𝑢1 = 3 · 2 · 1 = 6.

Для 𝜏 = (3, 0):

𝑆4 = (2 · 0 + 1)𝑢3𝑢0 = 1 · 5 · 1 = 5.

𝑆 = 35 + 10 + 6 + 5 = 56, 𝑢4 =
−𝑎𝑆

4
=

−(−1) · 56
4

= 14.

Отримано члени послiдовнiстi {𝑢𝑘}∞𝑘=0:

𝑢0 = 1, 𝑢1 = 1, 𝑢2 = 2, 𝑢3 = 5, 𝑢4 = 14.

Нехай 𝑝(𝑥) = 𝑥8.

Тодi за формулою (2.4)

(𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑥8) = 𝑐0 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡
2 + 𝑐3𝑡

3 + 𝑐4𝑡
4,

де

𝑐𝑘 = 𝑢𝑘𝛿2𝑘,8 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑘 ̸= 4

14, 𝑘 = 4

Отже, (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑥8) = 14𝑡4.

Звернемо увагу, що в третьому прикладi виникає послiдовнiсть Катала-

на [3]:

𝑢𝑘 = {1, 1, 2, 5, 14, . . . }.
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Числа Каталана мають явну формулу:

𝑐𝑘 =
1

𝑘 + 1

(︂
2𝑘

𝑘

)︂
,

а рекурентне спiввiдношення має вигляд:

(𝑘 + 1)𝑢𝑘+1 =
𝑘∑︁

𝑖=0

(2𝑖+ 1)𝑢𝑖𝑢𝑘−𝑖,

яке еквiвалентне класичному:

𝑢𝑘+1 =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑢𝑖𝑢𝑘−𝑖.

Програма чисельного розв’язання (Python)

Для програмної реалiзацiї алгориму використаємо програму на мовi

Python. [1]

Дивитись Додаток.



Висновки

Розроблено чисельний алгоритм обчислення єдиного розв’язку задачi

Кошi
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎𝑢𝑚0

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂𝑚1

, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0𝛿(𝑥),

в кiльцi формальних степеневих рядiв iз кополiномiальними коефiцiєнтами.

Вiдомо, що шуканий розв’язок цiєї задачi подається у виглядi формально-

го ряду за добутками степенiв 𝑡 та степенiв 𝛿-функцiї, коефiцiєнти якого

задовольняють рекурентне рiвняння.

При кожному фiксованому 𝑡 з основного кiльця сума такого ряду утво-

рює кополiном. Наведено програмну реалiзацiю засобами Python, яка об-

числює коефiцiєнти ряду i дає результат дiї цього ряду як кополiнома на

заданий полiном.
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